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Objetivo e notacao

Objetivo: modelar o tempo até um evento (saida do emprego, desemprego, reincidéncia, falha etc.).

Notacdo basica para individuo i:

Duracdo T; € (0,00), intervalo aberto

@ Sobrevivéncia S(t) = Pr(T > t) = F(t)=1-5(t)
d
@ Densidade f(t) = ——5(t)
dt
< >
@ Risco (hazard) A(t) = AIim0 Prt<T<t+A|T21) = (1) note que ndo é exatamente uma
—

A S(t)’
probabilidade, porque pode assumir valores maiores que 1
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RelacGes fundamentais

(risco acumulado)

[S(6) = exp{—A(D)} ]| )\(t):—%logS(t)

« . . A d;
Fun¢&o de risco cumulativa (Nelson—Aalen): A(t) = E =
n:
<t

onde t(;) sdo tempos distintos de evento, d; eventos em t(;) e n; em risco imediatamente antes.
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Func3o de verossimilhanca (censura a direita)

Para cada i, seja t; o tempo observado e d; € {0,1} o indicador de evento (1=evento, O=censura):

L= 1 0] St [ X) | com S(e %) = e = [ Aw] X)aul:
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Riscos proporcionais (PH) e hazard ratio (HR)

Modelo PH (Cox):
At | X) = Xo(t) exp(B'X).
Hazard ratio (definicdo):

Sob PH, 5 y
HR(t; X, X) = exp{B'(X — X)} (constante em t).

Modelo ndo-PH (efeito variante no tempo):

A(t | X) = do(t) exp(B'X + £(t) 7' X) = HR(t; X, X) = exp{[B + f(t)7]'(X — X)}.
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Modelagem: Cox (PH) e AFT

Cox (PH): \(t | X) = Xo(t) exp(8'X)

@ Estima /3 por verossimilhanca parcial; Ag(t) via Breslow/ef. equivalentes.

@ Predicdo: S(t | X) = So(t)®P(F'X).
AFT (Accelerated Failure Time): log T =u+ 38X+ oW

@ Familias: Weibull, log-normal, log-logistica, Gompertz, etc.

@ Interpretacdo em time ratio. TR = exp(Sx) (multiplica o tempo caracteristico).
Escolha pratica:

@ PH plausivel = Cox; viola¢des sistematicas de PH = AFT/PH com efeitos do tempo.
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AFT: i, W e interpretacao
Modelo AFT:

log T=p+B8X+oW,

onde p é locac@o (intercepto em log T), o > 0 é escala, e W é um erro padronizado com distribuicdo
escolhida:

e W ~ N(0,1) = log-normal,
@ W logistico padrdo = log-logistico;
@ W Gumbel (extreme value) = Weibull (em AFT).

Interpretacdo (time ratio):

TR = exp(Bx) multiplica um tempo caracteristico (mediana/quantis).

Sobrevivéncia e hazard

logt —pu—fB'X fw(2) logt —pu—pB'X
S| X)=1—Fy| ——— |, At|X)= , Z= .
(t1%) W( o X = i Fw 2 o
Resumo: ;i desloca a distribuicdo de log T; W define a familia (forma); exp(f) fornece time ratios
claros para comunicacdo substantiva.
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Covariaveis variantes no tempo

Estrutura: A(t | Xi(t)) = Ao(t) exp (B'Xi(t)).

@ Implementacdo: dividir o seguimento em intervalos [tx_1, tx) com X constante em cada.

o Cuidados: evitar simultaneidade (internal time-dependent covariates); usar defasagens quando
necessario.
@ Interpretacdo: a HR é instantdnea em t e depende de X(t) naquele instante.
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Heterogeneidade n3o observada (fragilidade)

o Fragilidade multiplicativa: A(t | X, u) = uXo(t) exp(8'X), tipicamente u ~ I'(k, k) (média 1).
@ Interpretacdo: propensido individual persistente afeta a taxa em todos os tempos.

@ Implicac3o: selecdo dos mais frageis no inicio pode induzir decaimento aparente da hazard
(duracdo dependente).
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Curva de Kaplan-Meier 5(t): definicdo e estimacio

Cenario: censura a direita. Seja t(;) < --- < t(y) os tempos distintos de evento.
n; = # em risco imediatamente antes de t(;), d; = # eventos em t(;.
Produto-limite (Kaplan—-Meier):

5= 1 (1_%

)=t

) . 50)=1.

o 5(t) é escada: muda em tempos de evento.

o Greenwood (variancia): Var{5(t)} = 5(t)> Dey<t ﬁ.
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Curvas de Kaplan-Meier por grupo
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Tabela at risk

Tabela "at risk" por tempos de

referéncia

Tempo Grupo A: em risco Grupo B: em risco
0 120 120
2 77 77
4 40 51
6 19 29
8 12 12
10 0 0
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Cumulante de risco (Nelson—Aalen) e suavizacdo

Z 9 Sna(t) = exp{—Ana(t)}.

)<t f

Hazard suavizada: aplicar um kernel K}, aos incrementos em t;):
Ak(t) =) Kilt — 1))
J

Uso: exibir A(t) (passos) e Ax(t) (suave) por grupo; ICs para A via variancia padrdo; bandas para Ak
por bootstrap.
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Outputs fundamentais e comparacoes

Descritivos nao paramétricos

@ Curva de Kaplan-Meier 5(t) + tabela at risk.

@ Mediana (e percentis) do tempo até o evento, com |Cs.

@ Cumulante de risco (Nelson—Aalen) A(t) e hazard suavizada A(t).
Modelos

@ Cox (PH): HRs exp(f3), baseline Ag(t), So(t).

@ AFT paramétricos (Weibull, log-normal, log-logistica): time ratios e pardmetros de forma/escala.
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Diagnéstico: residuos de ajuste e influéncia

Objetivos: checar forma funcional e detectar observacdes influentes. Notacdo §;: indicador de evento.

Martingale: M; = 6; — /\o(t;) exp(B/X,-), Deviance: D; = sign(M;)\/—2{M,- + & log(8; — M;)}.

dfbetay = By — ,3,((_,) (estimac3o sem a obs. i).

Sinais de alerta: |D;| grande (ajuste ruim) e |dfbeta;| grande (alta influéncia).
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Diagnostico: desempenho preditivo

Discriminacdo (C-index): ranking correto do risco.

C=Pr(f > |t <t 6 =1) (ajuste por censura: IPCW/Uno).
Acuracia (Brier score)

n

BS(t) = %Zwi(t) (Yi(t) = 5(t | X)%, Yi(t) = 1{T: > t}.

i=1

Ajuste global
AIC = =2/ + 2k, BIC = —-2(+ klog n.
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